
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс
ВАРИАНТ 1 ШИФР

Заполняется ответственным секретарём

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
5

; sin(2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = −4

5
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥− 2𝑦 =

√
𝑥𝑦 − 𝑥− 2𝑦 + 2,

𝑥2 + 9𝑦2 − 4𝑥− 18𝑦 = 12.

3. [5 баллов] Решите неравенство

5log12(𝑥
2+18𝑥) + 𝑥2 >

⃒⃒
𝑥2 + 18𝑥

⃒⃒log12 13 − 18𝑥.

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 8, 𝐵𝐷 = 17.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 1 6 𝑥 6 24,
1 6 𝑦 6 24 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

12𝑥 + 11

4𝑥 + 3
6 𝑎𝑥 + 𝑏 6 −8𝑥2 − 30𝑥− 17

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
[︀
−11

4
;−3

4

)︀
.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝐴𝐵𝐶𝐷, вершина 𝐴 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝐴𝐷. Известно, что 𝐴𝐵 = 1, 𝐵𝐷 = 2, 𝐶𝐷 = 3. Найдите длину ребра 𝐵𝐶.
Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс
ВАРИАНТ 2 ШИФР

Заполняется ответственным секретарём

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
5

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = −2

5
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥− 12𝑦 =

√
2𝑥𝑦 − 12𝑦 − 𝑥 + 6,

𝑥2 + 36𝑦2 − 12𝑥− 36𝑦 = 45.

3. [5 баллов] Решите неравенство

10𝑥 +
⃒⃒
𝑥2 − 10𝑥

⃒⃒log3 4 > 𝑥2 + 5log3(10𝑥−𝑥2).

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 15

2
, 𝐵𝐷 = 17

2
.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 2 6 𝑥 6 25,
2 6 𝑦 6 25 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

16𝑥− 16

4𝑥− 5
6 𝑎𝑥 + 𝑏 6 −32𝑥2 + 36𝑥− 3

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
[︀
1
4
; 1
]︀
.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝐾𝐿𝑀𝑁 , вершина 𝑁 которой лежит на одной сфере с серединами
всех её рёбер, кроме ребра 𝐾𝑁 . Известно, что 𝐾𝐿 = 3, 𝐾𝑀 = 1, 𝑀𝑁 =

√
2. Найдите длину

ребра 𝐿𝑀 . Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс
ВАРИАНТ 3 ШИФР

Заполняется ответственным секретарём

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
17

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = − 8

17
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
3𝑦 − 2𝑥 =

√
3𝑥𝑦 − 2𝑥− 3𝑦 + 2,

3𝑥2 + 3𝑦2 − 6𝑥− 4𝑦 = 4.

3. [5 баллов] Решите неравенство

3log4(𝑥
2+6𝑥) + 6𝑥 > |𝑥2 + 6𝑥|log4 5 − 𝑥2.

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 5

2
, 𝐵𝐷 = 13

2
.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 3 6 𝑥 6 27,
3 6 𝑦 6 27 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

4𝑥− 3

2𝑥− 2
> 𝑎𝑥 + 𝑏 > 8𝑥2 − 34𝑥 + 30

выполнено для всех 𝑥 на промежутке (1; 3].

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝑃𝑄𝑅𝑆, вершина 𝑃 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝑃𝑄. Известно, что 𝑄𝑅 = 2, 𝑄𝑆 = 1, 𝑃𝑆 =

√
2. Найдите длину ребра 𝑅𝑆.

Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?

© МФТИ, 2022



МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс
ВАРИАНТ 4 ШИФР

Заполняется ответственным секретарём

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
17

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = − 2

17
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑦 − 6𝑥 =

√
𝑥𝑦 − 6𝑥− 𝑦 + 6,

9𝑥2 + 𝑦2 − 18𝑥− 12𝑦 = 45.

3. [5 баллов] Решите неравенство⃒⃒
𝑥2 − 26𝑥

⃒⃒log5 12 + 26𝑥 > 𝑥2 + 13log5(26𝑥−𝑥2).

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 12, 𝐵𝐷 = 13.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 4 6 𝑥 6 28,
4 6 𝑦 6 28 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

8 − 6𝑥

3𝑥− 2
> 𝑎𝑥 + 𝑏 > 18𝑥2 − 51𝑥 + 28

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
(︀
2
3
; 2
]︀
.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝑇𝑋𝑌 𝑍, вершина 𝑌 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝑇𝑌 . Известно, что 𝑋𝑌 =

√
3, 𝑇𝑋 =

√
2, 𝑇𝑍 = 2. Найдите длину ребра

𝑋𝑍. Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?
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